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Объект исследования — выпуклые подмногообразия; римановы
многообразия; субгармонические и целые функции.
Цель работы — изучение оптимальных свойств действительных
полных кэлеровых выпуклых подмногообразий и римановых многооб-
разий, а также исследование свойств субгармонических функций.
Метод исследования — теоремы в пространствах постоянной кри-
визны, теоремы Александрова, Погорелова об изометрическом погруже-
нии Александровских пространств в пространства постоянной кривизны,
топологические свойства слоев, метод рядов Фурье.
Актуальность темы исследования обусловлена недостаточной
исследованностью действительных полных кэлеровых выпуклых под-
многообразий в евклидовом пространстве, макроскопических размерно-
стей римановых многообразий, классов cубгармонических функций в по-
луплоскости с ограничениями на рост.
Основные полученные результаты. Доказано, что действитель-
ное полное кэлерово выпуклое подмногообразие в евклидовом простран-
стве расщепляется как метрическое произведение двумерных поверхно-
стей положительной гауссовой кривизны в трехмерных евклидовых про-
странствах и евклидова подпространства. Дано также обобщение теоре-
мы В.К. Белошапки и С.Н. Бычкова на случай выпуклых подмногооб-
разий произвольной коразмерности.
Решена проблема Громова по макроскопическое размерности рима-
новых многообразий, которая сформулирована в виде гипотез.
Доказана теорема о нижнем порядке субгармонических в верхней по-
луплоскости функций бесконечного порядка с полной мерой, распреде-
ленной на конечной системе лучей.
Найдены необходимые и достаточные условия разрешимости интер-
поляционной задачи в классе целых функций нулевого порядка.
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51 О погружении кэлеровых многообразий в
классе выпуклых подмногообразий
Теоремы о расщеплении занимают одно из центральных мест в ри-
мановой геометрии и геометрии подмногообразий. Это теоремы Топо-
ногова, Чигера-Громолла в римановой геометрии, теорема Хартмана о
цилиндричности подмногообразий неотрицательной секционной кривиз-
ны, теорема о цилиндричности подмногообразий в евклидовом простран-
стве без требования на внутреннюю геометрию, которые заменяется есте-
ственным внешне геометрическим условием.
Дайчер, Флорит изучали строение действительных кэлеровых под-
многообразий в евклидовом пространстве. При дополнительном ограни-
чении на внутренюю кривизну при малой коразмерности вложения спра-
ведлива
Теорема 1 [1] Пусть f : M 2n ! R2n+p есть изометрическое погруже-
ние кэлерового многообразия с p  n. Если M 2n имеет либо положи-
тельную кривизну Риччи либо положительную голоморфную секцион-
ную кривизну, то p = n и f локально расщепляется как произведение n
двумерных выпуклых поверхностей в R3. При условии, что M 2n полное
многообразие, то расщепление глобальное.
Напомним, что изометрическое погружение f : Mm ! Rm+p рас-
щепляется локально как произведение гиперповерхностей, если для лю-
бого x 2 Mn существует окрестность x 2 U  Mn и для любого
1  i  p риманово многообразие Umii допускает изометрическое погру-
жение fi : Umii ! Rmi+1 такое, что U = U1 :::Up и f jU = f1 ::: fp.
При менее жестких ограничениях на внутреннюю кривизну справед-
лива
Теорема 2 [1] Пусть f : M 2n ! R2n+p есть изометрическое погру-
жение кэлерова многообразия. Если M 2n имеет либо неотрицатель-
ную кривизну Риччи либо неотрицательную голоморфную кривизну, то
внешний нуль-индекс   2n   2p. Более того, если  = 2n   2p, то
на некотором открытом всюду плотном множестве W  M 2n под-
многообразие f jW локально расщепляется как метрическое произведе-
ние p нигде не плоских действительных кэлеровых гиперповерхностей
с неотрицательной кривизной Риччи.
6Если многообразие полное, то расщепление глобально:
M 2n = M 21  :::M 2p  Cn p и
f = f1  ::: fp  I;
fi : M
2
i ! R3, 1  i  p — полные двумерные выпуклые поверхности
положительной гаусовой кривизны, и I : Cn p ! R2n 2p — тожде-
ственное отображение.
Эти результаты уточнялись и обобщались в [2].
Погружения кэлеровых многообразий изучалось в классе плюригар-
монических подмногообразий: это такие кэлеровы евклидовы подмного-
образия, когда образ любой голоморфной кривой является минимальной
поверхностью в объемлющем евклидовом пространстве.
Пусть (x) вторая квадратичная форма f : M 2n ! R2n+p изометрич-
ного погружения кэлерова многообразияM 2n в евклидово пространство.
В фиксированной точке x 2M2n
 : TxM  TxM ! T?x M = N = Rp
есть симметричное билинейное отображение, где TxM = R2n — действи-
тельное касательное пространство M 2n в точке x и (T?x M;<;>) — нор-




 C! N 
 C:
Пусть V пространство касательных векторов типа (0, 1) в точке x
такое, что V есть комплексное подпространство (TxM) 
 C, где V =
fv   iJv : v 2 TxMg, V = fv + iJv : v 2 TxMg, где J — комплексная
структура на M . Тогда (TxM)
 C = V  V . Обозначим H = jVV .
Определим нуль-индекс плюригармоничности J(x) M 2n в точке x
[1]:
J(x) = dimC1;1; где 1;1 := fv 2 V jHvw = 0; 8w 2 V g:
Отображение f является плюригармоническим тогда и только тогда,
если J(x) = n для всех точек x 2M 2n.
Напомним определение внешнего нуль-индекса :
(x) = dim(x);
7где (x) = ker(x) = fv 2 TxM : (v; w) = 0;8w 2 TxMg, т. е. это
есть нуль-пространство второй квадратичной формы. На открытом мно-
жестве, где нуль-индекс постоянен нуль-пространства образуют гладкое
распределение, которое интегрируемое. Слои являются вполне геодези-
ческими как в подмногообразии так и в объемлющем евклидовом про-
странстве [3, 4, 5]. Поэтому нижняя оценка на внешний нуль-индекс дает
глубокую информацию о подмногообразии. Получение такой оценки и
будет целью этой заметки.
Требование положительности (неотрицательности) кривизны Риччи
— это требование на метрику, чтобы изометрическое погружение бы-
ло “далеко” от минимального. Поэтому естественно было бы погружать
в классе подмногообразий, который наследует некоторые свойства вы-
пуклых гиперповерхностей. Такой класс подмногообразий был введен в
[4, 6].
Пусть r(x; ) есть ранг второй квадратичной формы (x; ) подмно-
гообразияM l в римановом пространстве Rn в точке x относительно нор-
мали . Рангом второй квадратичной формы подмногообразияM l в точ-




где Nx — нормальное пространство в точке x, а максимум взят по мно-
жеству нормалей в этой точке.
Пусть вторая квадратичная форма (x; ) после приведения к диа-
гональному виду имеет k1 положительных и k2 отрицательных членов.
Обозначим j(x; ) = min(k1; k2). Типом точки x называется число
j(x) = min j(x; );
где минимум берется по всем нормалям в точке x, для которых r(x; ) =
r(x), j = max
x2M l
j(x) [4, 6].
Если j(x) = 0, то существует нормаль в точке x, относительно ко-
торой вторая квадратичная форма является неотрицательно определен-
ной. Если r(x) = l, то относительно некоторой нормали вторая квадра-
тичная форма строго положительно определенная. Подмногообразия с
j(x) = 0 для всех точек подмногообразия естественно назвать выпуклы-
ми. Заметим, что для подмногообразия неотрицательной кривизны Рич-
чи j(x) = 0 [4]. Обратное неверно. Поэтому класс выпуклых подмного-
образий шире, чем класс подмногообразий с неотрицательной кривизной
Риччи.
8Мы будем рассматривать погружения кэлеровых многообразий в
классе подмногообразий евклидова пространства с j(x) = 0 для x 2M l.
Лемма 3 Пусть M l подмногообразие в римановом пространстве Rl+p.
Если j(x) = 0, то внешний нуль-индекс
(x) = l   r(x):
Доказательство. Ранее было доказано неравенство [5, 6, 7]
(x)  l   r   j(p  1): (1)
Так как j = 0,   l r. Но с другой стороны   l r и мы получим
требуемое равенство. Имеет место
Лемма 4 [5, 6, 7] Пусть F l — полное регулярное связное подмногооб-
разие в евклидовом пространстве Rn такое, что:
1. тип точки j(x) = 0 для всех точек поверхности;
2. нуль-индекс (x) = k для всех точек поверхности.
Тогда подмногообразие F l есть цилиндр с k-мерной образующей.
Лемма 5 [1] Пусть f : M 2n ! R2n+p — кэлерово подмногообразие в
евклидовом пространстве, p  1. Тогда J(x)  n  p. Более того:
1. если J(x) = n  p, то   2(n  p);
2. если J(x) = n p и  = 2(n p), тогда есть открытое всюду плот-
ное множество W M 2n такое, что f jW локально расщепляется
как произведение p нигде не плоских кэлеровых гиперповерхностей;
3. если  = J = 0, то f локально расщепляется как произведение p
нигде не плоских поверхностей в R3. Расщепление глобально, если
M2n полное подмногообразие.
Справедлива
Теорема 6 Пусть f : M 2n ! R2n+p есть изометрическое погружение
кэлерова многообразия. Если j(x) = 0 для всех x 2 M 2n, то внешний
нуль-индекс
  2(n  p): (2)
Более того, если  = 2(n   p), то существует всюду плотное от-
крытое множество W  M 2n такое, что f jW расщепляется локаль-
но как произведение p нигде не плоских кэлеровых гиперповерхностей с
неотрицательной кривизной Риччи.
9Теорема 7 Пусть f : M 2n ! R2n+p есть изометрическое погружение
кэлерова многообразия с p  n. Если в каждой точке x 2 M 2n, j(x) =
0, r(x) = 2n, то p = n и f расщепляется локально как произведение
n двумерных поверхностей положительной гауссовой кривизны в R3.
Расщепление глобально, если M2n полное.
Следствие 8 Пусть f : M2n ! R2n+p есть изометрическое погруже-
ние полного кэлерова многообразия. Если j(x) = 0 для всех x 2M 2n, то
внешний нуль-
индекс   2(n   p) и равенство во всех точках x 2 M 2n имеет
место тогда и только тогда, когда M 2n = M 21  :::  M 2p  Cn p и
f = f1  :::  fp  I глобально расщепляется, где fi : M 2i ! R3,
1  i  p, есть полные поверхности положительной гауссовой кри-
визны и I : Cn p ! R2n 2p есть тождественное отображение.
Доказательство теоремы 3. Пусть N — нормаль в точке x 2M2n,
для которой r(x;N) = r(x) и j(x;N) = j(x) = 0. По лемме 3 J(x) 
n  p.
Из определения индекса плюригармоничности следует, что существу-
ет подпространство L  TxM 2n 
 C, dimC L = J(x) такое, что
(u  iJu; v + iJv) = 0
для u 2 LR  TxM 2n, v 2 TM 2nx , где LR — овеществление L.
Тогда имеем
(u; v) + (Ju; Jv) + i((u; Jv)  (v; Ju)) = 0:
Тогда для v = u это равенство перепишется так:
(u; u) + (Ju; Ju) = 0: (3)
Так как для нормали N вторая квадратичная форма N неотрица-
тельная, то
N(u; u) = 0, N(Ju; Ju) = 0, для u 2 LR.
Так как по лемме 3 dimC L  n   p, dimLR  2(n   p) и ограни-
чение второй квадратичной формы N на LR равно нулю, то ранг вто-
рой квадратичной формы подмногообразия удовлетворяет неравенству
r(x)  l  2(n  p). Тогда из леммы 1 следует, что внешний нуль-индекс
 = l r(x)  2(n p). Если  = 2(n p), то и J = n p и выполняеться
условие 2 леммы 3. Неотрицательность кривизны Риччи гиперповерхно-
стей следует из условия j = 0.
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Доказательство теоремы 4. Так как из условия теоремы 4 r(x) =
2n, j(x) = 0, то из неравенства (1) следует  = 0. Из неравенства (2) и
условия теоремы 4 p  n следует, что p = n. Из равенства (3) и условия
j = 0 следует, что J = 0. Поэтому подмногообразие M 2n удовлетворяет
условиям 3 леммы 3. Отсюда и следует теорема 4.
Следствие 1 верно потому, что выполняется условие 2 леммы 3.
В.К. Белошапка, С.Н. Бычков доказали следуещее утверждение [8]:
Пусть выпуклая гиперплоскости F в комплексном евклидовом простран-
стве Cn расслаивается на комплексные гиперповерхности. Тогда гипер-
поверхность есть цилиндр с комплексной образующей Cn 1.
Эту теорему можна обобщить на случай подмногообразий любой ко-
размерности с j(x) = 0 для всех точек подмногообразия. Эти подмно-
гообразия являются обобщением выпуклых гиперповерхностей. В регу-
лярном случае справедлива
Теорема 9 Пусть F 2l+1 — регулярное подмногообразие в комплексном
евклидовом пространстве Cn. Если j(x) = 0 для всех точек подмно-
гообразия и подмногообразие расслаивается на комплексные плоскости
Cl. Тогда F 2l+1 есть цилиндр с комплексной образующей Cl.
Доказательство. Пусть N нормаль к F 2l+1 в точке x такая, что
r(x;N) = r(x), j(x;N) = j(x) = 0.
В силу того, что через точку на подмногообразии проходит плоскость
Cl и
j(x;N) = 0 ранг второй квадратичной формы относительно нормали N
удовлетворяет неравенству r(x;N)  1. Из леммы 1 следует, что внеш-
ний нуль-индекс (x)  2l и комплексные плоскости Cl на которые рас-
слаивается подмногообразие принадлежат нулевому подпространству.
Параметризуем подмногообразие следующим образом: пусть Cl — ком-
плексная плоскость, которая проходит через точку O 2 F 2l+1. Веще-
ственные векторы eq = (0; :::; 1; :::; 0; 0; :::; 0), Jeq = (0; :::; 0; 0; :::; 1; :::; 0),
q = 1; :::; l, где в первом векторе 1 стоит на q месте, во втором векто-
ре на (l + q) месте, образуют базис Cl = R2l. Проведем ортогональное
комплексное пространство Cn l = R2(n l) через точку O. Оно пересе-
кает F 2l+1 по кривой (t). Возьмем касательное пространство в точке
O за координатную плоскость в R2n = Cn, где меняются координаты
(u1; :::; ul; ul+1; v1; :::; vl). В пространстве Cn l = R2(n l) изменяются ко-
ординаты (ul+1; un; vl+1; vn). Выберем направляющие векторы плоскости
Cl(x), x 2 F 2l+1 так, чтобы их ортогональные проекции на плоскость
11
Cl совпадали с базисными векторами eq, Jeq, q = 1; :::; l. В этом базисе
радиус-вектор подмногообразия имеет вид:
R = (t) + Sk(t)u
k + JSk(t)v
k: (4)
Учитывая, что векторы Sk(t), JSk(t) принадлежат нулевому под-
пространству вторых квадратичных форм (см. [4, раздел 3.2, равен-













Sk(t) = (ak(t); bk(t)) ;
где ak, bk — l-мерные вещественные векторы,
JSk(t) = ( bk; ak):




, где 1(t) — ортого-
нальная проекция на подпространство натянутое на векторы el+1; :::; en,
2(t) — ортогональная проекция на подпространство натянутое на век-





























































 0 и комплексные плоскости Cl, на которые
расслаивается подмногообразие, параллельны.
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2 Топология и макроскопическая геометрия
римановых многообразий
Описаны методы современной алгебраической топологии, используе-
мых в работе. В частности, на языке спектров описаны различные теории
(ко)гомологий, предоcтавлен необходимый материал по теории препят-
ствий с локальными коэффициентами и теории грубых когомологий.
Раздел посвящен изучению топологических, гомотопических и мак-
роскопических инвариантов римановых многообразий и их отображений.
Одним из основных вопросов, поднятых в разделе является иссле-
дование проблем, поставленных М. Громовым, о макроскопической раз-
мерности универсального накрытия замкнутого риманова многообразия,
в частности - гипотеза о падении макроскопической размерности. Полу-
ченные в разделе результаты подтверждают гипотезу в трехмерном и
вполне неспиновом случаях и опровергают ее в спиновом случае боль-
шей размерности.
Наиболее значимая гипотеза Громова о макроскопической размерно-
сти универсального накрытия замкнутого многообразия, допускающего
метрику положительной скалярной кривизны, оказалась тесно связана с
фундаментальной группой многообразия. Установлено, что в случае спи-
нового многообразия, гипотеза имеет положительное решение, если фун-
даментальная группа удовлетворяет некоторым дополнительным усло-
виям, например, является абелевой.
Решена проблема Громова по макроскопическое размерности рима-
новых многообразий, которые мы сформулируем в виде гипотез.
Макроскопическая размерность определяется следующим образом:
Определение 10 Макроскопическая размерность метрического про-
странства X не превышает k, или dimmcX  k, если существу-
ет k - мерный полиэдр P k и собственное непрерывное отображение
h : X ! P k такое, что Diam(h 1(p))  " для некоторого " > 0 и про-
извольного p 2 P k. Скажем, что dimmcX = k, если k наименьшее из
чисел, для которых выполнено dimmcX  k.
Гипотеза 11 (О падении макроскопической размерности) Пусть
Mn – замкнутое многообразие размерности n. Если dimmc fMn < n, то
dimmc fMn < n  1.
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Замечание 12 Пусть Mn - компактное риманово многообразие, и
классифицирующее отображение f : Mn ! B есть отображение
в k-остов B(k), тогда поднятие данного отображения до отображе-
ния универсальных накрытий ef : fMn ! E(k) гарантирует нам, что
dimmc fMn  k, если метрику на fMn предполагать поднятой из Mn.
Гомотопический аналог гипотезы 11 имеет следующий вид.
Гипотеза 13 Если Mn несущественно, то классифицирующее отобра-
жение f : Mn ! B можно продеформировать на B(n 2).
Напомним, что по Громову
многообразие Mn называется несущественным, если класси-
фицирующее отображение f : Mn ! B можно продеформи-
ровать на B(n 1).
Естественно также дать следующее естественное определение (Дра-
нишников):
многообразие Mn называется макроскопически несуществен-
ным, если существует ограниченная деформация классифици-
рующего отображения f : fMn ! E на E(n 1).
Ясно, что если M несущественно, то из гипотезы 13 и замечания 12
немедленно следует гипотеза 11.
На уровне когомологий гипотеза 13 не имеет препятствий, так как
нетрудно показать, что f (Hn 1(B)) = 0.
В данном разделе автором приводится положительное решение гипо-
тез 11 и 13 в частных случаях и отрицательное решение в общем случае.
Следующая теорема подтверждает гипотезу Громова 11 о падении
макроскопической размерности универсального накрытия замкнутого
многообразия размерности 3.
Теорема 14 Пусть M – замкнутое риманово многообразие размерно-
сти 3, а fM – его универсальное накрытие. Тогда dimmc fM 6= 2:
Замечание 15 Если M 3 несущественно, то оно не содержит K(; 1)-
факторы Ki в разложении Кнезера - Милнора многообразия M 3 на
неприводимые многообразия:
M 3 = 1# : : :#n#k(S
2  S1)#K1# : : :#Km:
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Поэтому, если 1(M 3) из теоремы 14 не имеет кручения, то 1(M)
либо тривиальна, либо B1(M 3) гомотопически эквивалентно букету
окружностей, а значит в этом случае подтверждается гипотеза Гро-
мова 13.
Оказывается, гипотеза Громова 11 о падении макроскопической раз-
мерности не подтверждается для n  4. Здесь существенным оказалось
наличие спиновой структуры на многообразии.
Имеет место следующая теорема.
Теорема 16 Для каждого n  4 существует замкнутое несуществен-
ное спиновое многообразие Mn, имеющее макроскопическую размер-
ность универсального накрытия dimmc fMn = n  1.
В четырехмерном случае пример многообразия из теоремы 16 строит-
ся следующим образом. Рассмотрим расслоение на окружности S3S1 !
S2  S1, полученное умножением расслоения Хопфа S3 ! S2 на S1.
Теперь рассмотрим тривиальное расслоение T 4 = S1  T 3 ! T 3 и
возьмем его связную сумму над S1 с построенным выше расслоением
вдоль маленьких расслоенных трубок вокруг фиксированных слоев с
естественной тривиализацией, определяемой расслоениями. Получим ис-
комое многообразиеM 4 = S3S1#S1T 4. В общем случае контрпример к
гипотезе Громова 11 доставляет многообразие Mn = M 4+k, которое яв-
ляется тотальным пространством расслоения над M 3  T k, которое ин-
дуцировано проекцией pr : M3  T k !M 3 и расслоением p : M 4 !M3.
В неспиновом случае аналога теоремы 16 не существует, так как име-
ет место следующая теорема.
Теорема 17 Пусть M является вполне неспиновым замкнутым ори-
ентируемым n-многообразием, n  5, с 1(M) =  , чье универсаль-
ное накрытие fM является макроскопически несущественным. Тогда
dimmc fM  n  2.
Напомним, что многообразие называется вполне неспиновым если его
универсальное накрытие не является спиновым многообразием, или что
то же самое – имеет нетривиальный второй класс Штифеля - Уитни.
Имеет место также гомотопический аналог теоремы 17, однако с
некоторыми ограничениями на фундаментальную группу. Напомним,
что для конечно представимой группы , условие FPm означает, что
B может быть взято с конечным m-остовом.
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Теорема 18 Пусть M вполне неспиновое замкнутое ориентируемое
несущественное n-многообразие, n  5, чья фундаментальная группа 
имеет тип FP3. Тогда классифицирующее отображение uM : M ! B
может быть продеформировано в B(n 2), в частности, dimmc fM 
n  2.
Теперь сформулируем ряд гипотез Громова о макроскопической раз-
мерности PSС -многообразий.
Гипотеза 19 Пусть Mn есть полное PSC-многообразие размерности
n и скалярная кривизна Sc(Mn) > c > 0. Тогда dimmcMn  n  2.
Замечание 20 В случае n = 2 справедливость гипотезы следует из
того, что риманово многообразие секционной кривизны K  K0 > 0,
как и любое пространство Александрова кривизны отделенной от нуля
положительной константой, имеет ограниченный диаметр, а значит
имеет нулевую макроскопическую размерность. Случай n = 3 доказан
Громовым и Лоусоном (1983).
Гипотеза 21 (Гипотеза Громова) Пусть Mn – замкнутое PSС-
многообразие размерности n. Тогда dimmc fMn  n  2.
Гипотеза 22 (Сильная гипотеза Громова) Классифицирующее отоб-
ражение f : Mn ! B замкнутого PSC-многообразия Mn можно про-
деформировать на (n  2)-остов B(n 2).
Замечание 23 Замечание 12 влечет, что гипотеза Громова следует
из сильной гипотезы Громова. Кроме того гипотеза Громова немед-
ленно следует из гипотезы 19, которую также можно считать ее
сильным аналогом.
Имеет место следующая теорема.
Теорема 24 Предположим, что группа  содержит подгруппу 0 ко-
нечного индекса, удовлетворяет следующим двум условиям:
1. 0 удовлетворяет сильной гипотезе Новикова.
2. Отображение per : kon(B0)! KOn(B0) иньективно.
Тогда гипотеза Громова справедлива для спиновых многообразий Mn с
фундаментальной группой 1(Mn) = .
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Замечание 25 Будем называть второе условие на фундаментальную
группу условием Розенберга - Штольца или (RS)-условием, так как Ро-
зенберг и Штольц впервые рассмотрели это условие при доказатель-
стве гипотезы Громова -Лоусена.
Из этой теоремы можно получить следующие следствия.
Следствие 26 Гипотеза Громова выполняется для замкнутых спино-
вых n - мерных многообразийM с фундаментальной группой 1(M) = 
имеющей конечное B и удовлетворяющей неравенству asdim  n+4.
Замечание 27 Заметим, что примеры Mn, построенные в теореме
16, имеют фундаментальную группу 1(Mn) = (Z  Z3) Zk, которая
удовлетворяет предыдущему следствию, поэтому они не допускают
метрики положительной скалярной кривизны.
Следствие 28 Гипотеза Громова выполняется для спиновых n-мерных
многообразий M с фундаментальной группой 1(M) =  равной произ-
ведению свободных групп F1      Fn. В частности, для свободных
абелевых групп, а значит и для абелевых групп, так как последние со-
держат свободные абелевы группы конечного индекса.
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3 Экстремальные оценки для полных
гиперповерхностей в римановых
пространствах
Результаты по внешней геометрии подмногообразий можно есте-
ственным образом разделить на два класса: локальные, когда речь идет
о локальных свойствах объекта в некоторой окрестности пространства,
и глобальные результаты “в целом”, когда что-то утверждается об объ-
екте целиком. Второй класс включает в себя первый, поэтому получение
результатов “в целом” является, в некотором смысле, более интересной
но сложной задачей. Классические результаты дифференциальной и ри-
мановой геометрии “в целом” были получены в первой половине XX века
в работах В. Бляшке, А.Д. Александрова, А.В. Погорелова. Позднее, их
результаты были развиты и дополнены в работах Л. Сантало, Г. Карше-
ра, А.Д. Милки и др. Современное развитие идей геометрии “в целом”
может быть проиллюстрировано, среди прочего, положительным реше-
нием гипотез Г. Лоусона (С. Брендл, [9]) и Т. Вилмора (Ф.К. Маркус и
А. Невес, [10]).
В 1972 году Л.Сантало и И. Янеш [11], интересуясь вопросами геомет-
рической теории вероятностей, исследовали асимптотическое поведение
семейств h-выпуклых областей, т.е. областей, кривизна границы кото-
рых не меньше 1, которые распространяются на все пространство. Они
показали, что на плоскости Лобачевского для таких областей отноше-
ние площади к длине границы стремится к 1. Стоит отметить, что для
выпуклых областей на евклидовой плоскости этот предел равен 1, а
для произвольных выпуклых областей на плоскости Лобачевского, как
было показано Э. Галлего и А. Ревентосом [12, 13], этот предел может
принимать любое значение от 0 до 1. Обобщение результата Сантало и
Янеша для многомерного пространства Лобачевского при дополнитель-
ных ограничениях на семейство h-выпуклых областей было получено
в [14]. Используя принципиально другой подход, А.А. Борисенко с соав-
торами (В. Микуэль, Э. Галлего, Д.И. Власенко, и др.) в целом цикле
работ [15, 19, 16, 17, 18] удалось убрать эти ограничения и перенести ре-
зультат Сантало и Янеша на случай семейства -выпуклых областей, т.е.
областей, нормальные кривизны границы которых не меньше  для неко-
торой положительной константы  6 1, в полных односвязных римано-
вых многообразиях отрицательной кривизны не меньше  1 (многообра-
зиях Адамара). Ключевым этапом этих исследований было рассмотрение
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величины угла между границей области и радиальным направлением из
фиксированной точки внутри этой области (функция радиального угла)
и доказательство предложенной А. А. Борисенко теоремы сравнения для
таких углов и следующих из нее точных оценок для них. Аналогичные
оценки в случае объемлющего евклидова пространства были получены и
применены в работах А.А. Борисенко с К. Тененблат [21] и с Е. А. Оли-
ным [22]. Поэтому интересным является распространение упомянутых
результатов для функции радиального угла на случай неотрицательно
искривленных многообразий, а также для уже упомянутых многообра-
зий Адамара в случае  > 1.
Для пространственноподобных гиперповерхностей в пространстве-
времени каноническим образом возникает понятие функции гиперболи-
ческого угла между ориентирующим времениподобным векторным по-
лем и направленным в будущее (времениподобным) нормальным век-
торным полем к гиперповерхности. Величина этого угла имеет опреде-
ленный физический смысл в вопросах общей теории относительности [?].
В цикле работ А. Ромеро, Р. Рубио с соавторами [?, ?, ?] эта функция
была использована для исследования поверхностей постоянной средней
кривизны. Для получения результатов типа Бернштейна существенной
оказывалась ограниченность этого угла. Поэтому естественно попытать-
ся перенести результаты по оценкам радиальных углов из риманова слу-
чая на случай поверхностей ограниченной нормальной кривизны в ло-
ренцевом многообразии.
Ограничения на нормальную кривизну полной гиперповерхности на-
кладывают ограничение на структуру этой поверхности “в целом”. Так,
В. Бляшке доказал [23], что гладкий овалоид (граница компактной об-
ласти с внутренними точками) в Em, нормальная кривизна которого удо-
влетворяет kn >  > 0 (-выпуклый), может свободно перекатываться
в шаре радиуса 1=. В случае  > kn > 0, соответствующий шар мо-
жет свободно перекатываться внутри овалоида. Эта теорема обобщалась
во многих направлениях в пространствах постоянной кривизны (см., на-
пример, [24, 25]), а также для произвольных римановых многообразий
в работе Р. Ховарда [26]. Возникает естественный вопрос о связи теоре-
мы прокатывания Бляшке с теоремой сравнения углов для полных -
выпуклых поверхностей в пространствах постоянной кривизны и общих
римановых пространствах.
A.A. Борисенко (частично с В. Микуэлем) в серии работ [15, 17, 18, 20]
была получена точная оценка для ширины сферического слоя, т.е. про-
странства между двумя концентрическими геодезическими сферами, в
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который можно поместить замкнутую -выпуклую гиперповерхность,
 2 (0; 1], в многообразиях Адамара кривизны не меньше  1. Част-
ный случай этого результата в пространстве Лобачевского был позднее
другими методами получен В. К. Иониным [27]. Оценки подобного ро-
да показывают степень близости соответствующей поверхности к сфе-
ре. Поэтому естественный интерес представляет исследования степени
сферичности -выпуклых поверхностей при других ограничениях на 
в многообразиях Адамара и в римановых пространствах неотрицатель-
ной кривизны. Также возникает вопрос о степени сферичности и полу-
чении соответствующих точных оценок для полных гиперповерхностей
защемленной нормальной кривизны, т.е. кривизна которых для некото-
рых положительных констант 1, 2 удовлетворяет 2 > kn > 1. С этим
вопросом тесно связаны исследования о стабильности для гиперповерх-
ностей, у которых матрица второй фундаментальной формы в каждой
точке p в некоторой норме близка к (p)  I, где (p) – функция точ-
ки, I – единичная матрица (практически омбилические поверхности).
Результаты такого типа были получены А. В. Погореловым [28], В. И.
Дискантом [31], Р. Шнайдером [29], К. Лихтвейсом [30], Ж. Шойером
[32] и др.
Одним из важных разделов глобальной геометрии гиперповерхно-
стей являются результаты, связанные с минимизацией одних геометри-
ческих величин при ограничении (фиксации) других. Пожалуй, истори-
чески первым вопросом такого типа является изопериметрическая за-
дача. Так, в Em она гласит: максимизировать объем компактной области
при заданной площади границы. Решением классической изоперимет-
рической задачи является шар. Эта задача уточнялась и нетривиально
обобщалась огромной плеядой великий математиков, таких как Я.Штей-
нер, К. Брунн, Г. Минковский, Т. Боннезен, А.Д. Александров и многими
другими. Тем не менее, тема актуальна и по сей день. Отметим недав-
нее решение гипотезы двойного пузырька [33] о форме поверхности в E3
минимальной площади, ограничивающей два заданных объема. Наряду
с классической постановкой, имеет место и обратная изопериметриче-
ская задача о минимизации объема и нахождении экстремального объ-
екта. Для произвольных областей она имеет тривиальное решение. По-
этому необходимо естественным образом сузить класс рассматриваемых
объектов с наложением дополнительных ограничений. Одним из таких
ограничений может быть кривизна. Единственный результат такого типа
был получен Р. Ховардом и А. Трайбергсом в [34]. В ней авторы полно-
стью решили обратную изопериметрическую задачу в E2 для замкнутых
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вложенных кривых кривизны jkj 6 1 (вообще говоря, не выпуклых) при
некоторых дополнительных ограничениях на длину. В этом свете инте-
рес представляет рассмотрение обратной изопериметрической задачи в
классе полных -выпуклых гиперповерхностей. В завершение отметим,
что в Em такой вопрос перекликается с задачей Бляшке – Лебега о ми-
нимизации объема области, граница которой есть гиперповерхность по-
стоянной ширины d ([38, 39, 35, 37] для m = 2, в размерности больше
2 проблема Бляшке – Лебега в полной общности до сих пор не реше-
на). При m = 2 и m = 3, c необходимостью, решением задачи является
полная 1=d-выпуклая гиперповерхность [37, 36].
Были рассмотрены основные определения и необходимые вспомога-
тельные факты из римановой и лоренцевой геометрий, теории оптималь-
ного управления.
Доказана теорема сравнения радиальных углов (в римановом случае)
и гиперболических углов (в лоренцевом случае), из которых выводятся
некоторые следствия.
Теорема 29 Пусть Mm+1 – гладкое (m + 1)-мерное (m > 1) риманово
многообразие, все секционные кривизны K которого в каждой точке и
по каждой двумерной площадке   TMm+1 удовлетворяют
c2 > K > c1:
Пусть   Mm+1 – гладкая -выпуклая гиперповерхность (в случае
c2 > 0 полагаем, что  лежит внутри геодезической сферы радиуса
=(2
p
c2)), S  Mm+1(c1) – вполне омбилическая гиперповерхность
кривизны , а точки p 2 Mm+1n, p 2 Mm+1(c1)nS такие, что
dist(p;) = dist(p;S) = d. Тогда для ' и ' – функций радиально-
го угла гиперповерхностей, соответственно,  и S по отношению к




Следствие 30 Пусть выполнены условия теоремы 29, и при этом ги-
перповерхность  является полной гладкой -выпуклой гиперповерх-
ностью в полном односвязном римановом многообразии Mm+1. Тогда




4 Субгармонические функции беско-
нечного порядка в полуплоскости
В разделе 4 рассматриваются субгармонические функции в верхней
полуплоскости бесконечного порядка, с полной мерой, распределенной
на конечной системе лучей. Доказана теорема о том, что в этом случае и
нижний порядок функции равен бесконечности. Аналогичный результат
для целых функций был получен Д. Майлзом.
Пусть v – субгармоническая функция в комплексной плоскости C,
M(v; r) = max
02
v(rei). Порядком и нижним порядком функции v на-
зываются соответственно числа









Порядком и нижним порядком целой функции f называются соответ-
ственно порядок и нижний порядок субгармонической функции ln jf j.
В работе [40] рассматривались целые функции, нули которых лежат
на конечной системе лучей. В частности, было доказано, что если f –
целая функция бесконечного порядка с нулями, расположенными на ко-
нечной системе лучей, то ее¨ нижний порядок также равен бесконечности.
Этот результат легко обобщается на субгармонические функции в ком-
плексной плоскости: если риссовская мера субгармонической во всей в
комплексной плоскости функции v, бесконечного порядка, сосредоточе-
на на конечной системе лучей, то ее¨ нижний порядок также равен беско-
нечности. Мы доказываем аналогичный результа для функций, субгар-
монических в полуплоскости.
Обозначим через C+ = fz : Im z > 0g верхнюю полуплоскость ком-
плексного переменного z. Через C(a; r) будем обозначать открытый, а
через B(a; r) замкнутый, круг радиуса r с центром в точке a; через

+ – пересечение множества 
 с полуплоскостью C+: 
+ = 
 \ C+;
G означает замыкание множества G. Если 0 < r1 < r2, то D+(r1; r2) =
C+(0; r2)nC+(0; r1) означает замкнутое полукольцо.
Пусть SK – класс субгармонических функций в C+, имеющих поло-
жительную гармоническую мажоранту в любой ограниченной области в
C+. Функции класса v(z) SK обладают следующими свойствами [41]:
a) v(z) имеет некасательный предел v(t) почти всюду на вещественной
оси, v(t) 2 L1loc( 1;1);
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Мера  называется граничной мерой функции v;
c) d(t) = v(t) dt+d(t), где  – сингулярная мера относительно меры
Лебега.




Im  d()  (K) ;
где  риссовская мера функции v.
Мера  обладает следующими свойствами:
1)  – конечная мера на каждом компакте K  C,
2)  – неотрицательная мера вне R ,
3)  равна нулю в полуплоскости C  = fz : Im z < 0g.
Наоборот, если мера  удовлетворяет условиям 1) – 3), то существует
функция v 2 SK, с полной мерой равной . Совокупность условий 1) –
3) в дальнейшем будем обозначать через {G}, если, кроме того, мера 
неотрицательная и на R , то через fG+g.
Если D – ограниченная область в C+, D1 = D [ (@D \ R ), v 2 SK,









z   z   
 d() + h(z) ;
где h – гармоническая функция в D, а если [a; b]  fR\@Dg, то h допус-




z   z   
 счи-
тается продолженным по непрерывности на вещественную ось. Полная
мера  определяет функцию v 2 SK так же как мера Рисса  определя-
ет субгармоническую функцию в C. Точнее, если функции v1, v2 2 SK и
каждая имеет полную меру , то существует вещественная целая функ-
ция g такая, что v2(z)  v1(z) = Im g(z), z 2 C+.
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Субгармоническая в C+ функция v называется истинно субгармони-
ческой, если lim sup
z!t
v(z) 6 0 для любого вещественного числа t 2 R.
Класс истинно субгармонических функций обозначим через JS. Полная
мера функции v 2 JS является положительной мерой, чем и обоснован
термин "истинно субгармоническая функция". Отметим также, что мно-
жество JS является конусом, т.е., если v1, v2 2 JS,   0, то v1 + v2,
v1 2 JS.
Класс истинно дельта-субгармонических функций J определяется
как разность J = JS   JS. Заметим, что J – наиболее шиpокий класс
-субгармонических функций в полуплоскости, для котоpых можно опpе-
делить неванлинновскую хаpактеpистику.
Справедливы следующие утверждения [41]:
Утверждение 1. JS  SK.
Утверждение 2. J = SK   SK.
Из утверждения 2 следует, что SK  J. Тем самым мы можем в
дальнейшем при рассмотрении субгармонических функций ограничить-
ся классом JS, так как функция класса SK представляется в виде раз-
ности двух истинно субгармонических функций. Для функций v 2 J
справедливо представление в полукольце z 2 D+(R1; R2):




























и в полукруге z 2 C+(0; R):














где G(z; ) – функция Грина полукpуга,
@G
@n
– означает производную по
внутренней нормали, ядро под знаком двойного интеграла продолжается
на вещественную ось по непpеpывности пpи jtj 6 R.
Для заданной меры  обозначим через (t) = (C(0; t)). Пусть v 2
J, v = v+   v ,  – полная мера функции v,  = +     – жорданово
разложение меpы . Далее будем считать, что выполняется условие:
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dt <1 при некотором r0 > 0.













T (r; v; r0) := m(r; v) +N(r; v; r0) +m(r0; v); r > r0 ;
где r0 – пpоизвольное, как правило фиксированное, положительное чис-
ло, которое в обозначениях (если это не вызывает недоразумений) мы
будем опускать (например, вместо T (r; v; r0) писать T (r; v)). Кроме того










при ' = 0, , определяется по непрерывности

. По-
ложим k(r) = k(C(0; r)). Справедливо неравенство, которое будет ис-
пользоваться в дальнейшем:
jk(r)j 6 krk 1jj(r) :
















i') sin k' d' ; (1)
















i') sin'd' : (2)
Формула (2) может быть записана в виде:
T (r; v) = T (r; v) : (3)
Определение 31 Гармоническими коэффициентами Фурье функции
v 2 J называются функции





v(rei') sin k' d';  2 [0; ]; k 2 N :
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Пусть  – полная мера функции v 2 J, величина k определена
выше. Тогда из формулы (1) получим следующие выражения для гар-
монических коэффициентов Фурье:












r k0 ck(; r0; v) (здесь и далее r0 – фиксированное положитель-
ное число, например, r0 = 1).
Применяя формулу интегрирования по частям к интегралу в правой
части (4), получаем























(здесь и всюду ниже  = ei').
Определение 32 Порядком и нижним порядком функции v 2 J на-
зываются соответственно числа [rT (r; v)] и [rT (r; v)].
Основным результатом этого раздела является следующая теорема.
Теорема 33 Если v 2 SK – субгармоническая функция в C+ беско-
нечного порядка с полной мерой  на конечной системе лучей Lk =




; k = 1; : : : ; N0; pk; qk; N0 2 N; pk < qk; то-
гда ее нижний порядок также равен бесконечности.
Доказательство. Будем считать, что 0 =2 supp v. Так как мера 
сосредоточена на конечной системе лучей, то из формул (5) для коэф-
фициентов Фурье функции v находим:
























tn 1d(t); n 2 N :
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Выбирая r0 так, чтобы C(0; r0) =2 supp v, получим отсюда:


















d(t); n 2 N : (6)
Интегрируя дважды по частям в формулах (6), получим:







































Обозначим через C =
N0P
k=1

















1A  jnj; n 2 N : (7)
Если функция ~N(r) имеет бесконечный порядок, то интеграл, сто-








; n 2 N ; ; n = 1; 2; : : : ; (8)
и правая часть этого неравенства может быть сделана сколь угодно боль-
шой при подходящем выборе r.
Из определения коэффициентов Фурье ck(r; v) следует неравенство:




jv(rei')j sin'd'; k 2 N :
Отсюда и из равенства (3) получаем
rT (r; v) > 
2k
jck(r; v)j; k 2 N :
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Учитывая это и неравенство (7), из (8), получаем требуемое утвер-
ждение.
Если ~N(r) имеет конечный порядок, то существуют положительные
числа K > 0 и  > 0 такие, что ~N(r) 6 Kr для всех r > 0. Можно
считать  нецелым. Отсюда следует, что















(r) 6 K2+1r+1 :
В этом случае из работы [41] следует, что существует функция g 2 JS
порядка  с полной мерой . Тогда функция G = v   g 2 J и G  0.






Если лишь конечное число an 6= 0, то f(z) – многочлен, следовательно,
функции G и v имеют конечный порядок, что противоречит условию.
Далее
cn(r;G) = anr
n ; n = 1; 2; : : : :
Тогда из неравенства





an rn +O(r) ; r !1 ; n = 1; 2; : : : ;
следует, что [rT (r; v)] =1. Теорема доказана.
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5 Интерполяционная задача в классе целых
функций нулевого порядка
Введем необходимые определения. Пусть f(z) – целая функция,
M(f; r) = max
06'<2
jf(rei')j.
Через [;1] обозначим класс целых функций порядок которых не






В частности через E0 обозначим класс целых функций нулевого порядка
(при  = 0).
Далее, следуя Титчмаршу [43], будем пользоваться следующими на-
званиями и обозначениями. Если в некотором рассуждении встречает-
ся число, не зависящее от основных переменных, то оно называется по-
стоянной. Для обозначения абсолютных положительных постоянных, не
обязательно одних и тех же, мы пользуемся буквами A, B, K, M . Мо-
жет встретиться утверждение вроде "jf(z)j < A(Br), следовательно,
3jf(z)j < A(Br)", которое не должно вызывать недоразумений.
Пусть A = fan : n = 1; 2; : : : g – такая последовательность комплекс-
ных чисел, что выполняются соотношения: 0 < ja1j 6 ja2j 6 : : : , an 6= ak
при n 6= k, lim
n!1 an = 1. Такие последовательности мы в дальнейшем
будем называть допустимыми.
Исследование разрешимости задачи
f(an) = bn; n = 1; 2; : : : ; (1)




ln janj 6  ;
теперь называют задачей свободной простой интерполяции в классе
[;1]. Этой терминологии мы обязаны А.Ф. Леонтьеву [44].
Определение 34 Допустимая последовательность fang называется
интерполяционной в классе [;1], если задача (1) разрешима в клас-





ln janj 6 0 ;
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Мы дополнительно предполагаем, что выполняется неравенство
ja1j > 0. Это упрощает доказательство и формулировки некоторых
утверждений, однако, не ограничивает общности наших рассуждений.
По ходу работы мы делаем замечание, что последовательности a1; a2; : : :
и 0; a1; a2; : : : являются одновременно интерполяционными.
Мы находим необходимые и достаточные условия для того, чтобы
последовательность fang была интерполяционной в классе E0.
С каждой последовательностью fang мы связываем следующую меру




(z   an) ;
где (z  an) – мера Дирака, то есть единичная мера, сосредоточенная в
точке an. Мы будем употреблять следующие обозначения:
C(z; t) = fw 2 C : jw   zj < tg; B(z; t) = fw 2 C : jw   zj 6 tg :
Функция n(t) = (B(0; t)) называется считающей функцией после-
довательности fang.
По заданной последовательности A определим семейство функций
A(z; ) = (nA(C(z; jzj))  1)+ ;
Приведем формулу Пуассона для субгармонической функции v и












Здесь v – риссовская мера функции v.
В случае, если f(z) – целая функция, a – простой корень функции
f , v(z) = ln
 f(z)z   a
, f = v, то формула Пуассона для круга B(a;R)
приобретает вид:





















Функция EA(z) называется канонической функцией последовательно-
сти A.
Основным результатом этого раздела является следующая теорема.
Напомним, мы считаем, что выполняется условие ja1j > 0. Кроме того,
как обычно, b+ = maxfb; 0g.
Теорема 35 Пусть fang – допустимая последовательность. Следую-
щие три утверждения эквивалентны:





ln janj 6 0:
существует функция f(z) из класса E0; со свойством (1)




janj" <1 ; (2)




















d = 0 :
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Выводы
1. Теоремы о расщеплении занимают одно из центральных мест в
римановой геометрии и геометрии подмногообразий. Это теоремы То-
поногова, Чигера-Громолла в римановой геометрии, теорема Хартмана
о цилиндричности подмногообразий неотрицательной секционной кри-
визны, теорема о цилиндричности подмногообразий в евклидовом про-
странстве без требования на внутреннюю геометрию, которые заменя-
ется естественным внешне геометрическим условием. В первом разделе
рассматриваются погружения кэлеровых многообразий в классе подмно-
гообразий евклидова пространства (теоремы 6,7,9).
2. Одной из важнейших задач геометрической топологии является
установление связей между топологическими и геометрическими харак-
теристиками многообразий и их отображений. Такие связи, в частности,
позволяют находить топологические препятствия к существованию на
гладком многообразии метрик, ограниченных дополнительными услови-
ями на кривизну многообразия. Во втором разделе описаны методы со-
временной алгебраической топологии, используемых в работе. Раздел по-
священ изучению топологических, гомотопических и макроскопических
инвариантов римановых многообразий и их отображений.
Одним из основных вопросов, поднятых в разделе является иссле-
дование проблем, поставленных М. Громовым, о макроскопической раз-
мерности универсального накрытия замкнутого риманова многообразия,
в частности - гипотеза о падении макроскопической размерности. Полу-
ченные в разделе результаты подтверждают гипотезу в трехмерном и
вполне неспиновом случаях и опровергают ее в спиновом случае боль-
шей размерности. Установлено, что в случае спинового многообразия,
гипотеза имеет положительное решение, если фундаментальная группа
удовлетворяет некоторым дополнительным условиям, например, являет-
ся абелевой. Решена проблема Громова по макроскопическое размерно-
сти римановых многообразий (теорема 14).
3. Одним из важных разделов глобальной геометрии гиперповерх-
ностей являются результаты, связанные с минимизацией одних геомет-
рических величин при ограничении (фиксации) других. Пожалуй, ис-
торически первым вопросом такого типа является изопериметрическая
задача. Были рассмотрены основные определения и необходимые вспо-
могательные факты из римановой и лоренцевой геометрий, теории опти-
мального управления. Доказана теорема 29 сравнения радиальных углов
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(в римановом случае) и гиперболических углов (в лоренцевом случае),
из которых выводятся некоторые следствия.
4. В работе Майлза рассматривались целые функции, нули которых
лежат на конечной системе лучей. В частности, было доказано, что если
f – целая функция бесконечного порядка с нулями, расположенными на
конечной системе лучей, то ее¨ нижний порядок также равен бесконечно-
сти. Этот результат легко обобщается на субгармонические функции в
комплексной плоскости: если риссовская мера субгармонической во всей
в комплексной плоскости функции v, бесконечного порядка, сосредото-
чена на конечной системе лучей, то ее¨ нижний порядок также равен бес-
конечности. В четвертом разделе доказывается аналогичный результат
(теорема 33) для функций, субгармонических в полуплоскости.
5. Основным результатом пятого раздела является теорема 35, в ко-
торой сформулированы необходимые и достаточные условия разрешимо-
сти интерполяционной задачи в классе целых функций нулевого порядка
в терминах канонического произведения и меры Дирака, определяемых
узлами интерполяции.
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